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13 ЛЕКЦИЯ_ Гамильтон-Якоби теңдеуі. Оның математикалық 

құрылысы. Толық интегралы 

 

Гамильтон-Якоби теңдеуі теориялық механиканың негізгі теңдеулерінің 

бірі болып табылады. Ол жүйенің динамикасын анықтауда және толық 

интегралдарды табуда маңызды рөл атқарады. 

Ең аз әсер принципі бойынша: 

 

 𝛿𝑆 = 𝛿 ∫ 𝐿(𝑞, �̇�, 𝑡)
𝑡2

𝑡1
𝑑𝑡 = 0, (1) 

 

мұндағы әсер ұғымының уақыт пен координатаның функциясы ретінде берілуі 

туралы баяндалған болатын: 

 

 𝑆 = ∫ 𝐿(𝑞, �̇�, 𝑡)
𝑡2

𝑡1
𝑑𝑡. (2) 

 

Сонымен қатар, (2) жүйенің берілген 𝑡1 және 𝑡2 уақыт моменттеріндегі 𝑞1 

және 𝑞2 нүктелерінің арасындағы жасаған траекториясы арқылы алынған 

интегралы болып табылады. Әсердің вариациясы нәтижесінде осы 

интегралдың 𝑞(𝑡1) = 𝑞(𝑡2) кезіндегі мәндерін бір біріне жақын траекториялар 

үшін салыстырғанда, S -тің тек минимум мәніне сәйкес келетін интегралы ғана 

қозғалыстың шын түрін сипаттайды. 

Енді S -ті 𝑞(𝑡1) = 𝑞1 бастапқы нүктесі ортақ, бірақ 𝑡2 уақыт моментінде 

әртүрлі нүктелерден өтетін траекторияны сипаттау үшін қарастырамыз. 

Былайша айтқанда, әсер интегралын интегралдаудың жоғарғы шегіндегі 

координаттың функциясы ретінде аламыз. 

Әсердің бір траекториядан екінші оған жақын траекторияға өту кезіндегі 

өзгерісін жазатын болсақ: 

 

 𝛿𝑆 =
𝜕𝐿

𝜕�̇�
𝛿𝑞|

𝑡1

𝑡2

+ ∫ (
𝜕𝐿

𝜕𝑞
−

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕�̇�
)

𝑡2

𝑡1
𝛿𝑞𝑑𝑡. (3) 

 

Шын қозғалыстың траекториясын Лагранж теңдеулері 

қанағаттандыратындықтан, (3) интеграл нөлге тең болады. Бірінші мүшедегі 

төменгі шек 𝛿𝑞(𝑡1) = 0, ал 𝛿𝑞(𝑡2) = 𝛿𝑞 деп белгілейміз. 
𝜕𝐿

𝜕�̇�
= 𝑝 деп белгілеп, 

соңында: qpS    немесе жалпы жағдайда кез келген еркіндік дәрежесі үшін 

 

 𝛿𝑆 = ∑ 𝑝𝑖𝛿𝑞𝑖𝑖 , (4) 

 

Осы өрнектен көріп тұрғанымыздай, әсерден координата бойынша 

алынған дербес туынды импульсқа тең болады: 
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Осыған ұқсас әсерді уақыттың функциясы ретінде де қарастыруға болады. 

Сонымен қатар траекторияны берілген 𝑞1 нүктесінде 𝑡1 берілген уақыт 

мезетінде басталып, берілген 𝑞2 нүктесінде әртүрлі 𝑡2 = 𝑡 уақыт мезеттерінде 

аяқталды деп ұйғарамыз. 
𝜕𝑆

𝜕𝑡
 дербес туындысын сәйкесінше интегралды 

вариациялау арқылы аламыз. 

Әсердің берілген анықтамасы бойынша оның траекторияның бойымен 

алынған уақыт бойынша толық туындысы 

 

 L
dt

dS
 . (6) 

Бір жағынан әсерді, жоғарыда айтылғандай, координата мен уақыттың 

функциясы ретінде қарастыра отырып, сонымен бірге (5) формуласын 

қолданып 

 

 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
=

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+ ∑

𝜕𝑆

𝜕𝑞𝑖
𝑖 �̇�𝑖 =

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+ ∑ 𝑝𝑖𝑖 �̇�𝑖. (7) 

 

Осы екі өрнекті салыстыра отырып 
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, (8) 

немесе 

 
𝜕𝑆

𝜕𝑡
= −𝐻. (9) 

𝐻 = 𝐻(𝑝𝑖 , 𝑞𝑖) және 
𝜕𝑆

𝜕𝑞𝑖
= 𝑝𝑖 еске түсіре отырып, 𝑆(𝑞, 𝑡) функциясын 

қанағаттандыратын теңдеуді аламыз: 
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бұл бірінші ретті дербес туындылы теңдеу; оны Гамильтон-Якоби теңдеуі деп 

атайды. Лагранж теңдеулері және канондық теңдеулер сияқты Гамильтон-

Якоби теңдеуі де қозғалыс теңдеулерін интегралдаудың негізгі тәсілдерінің 

бірі болып табылады. Гамильтон-Якоби теңдеуі фазалық кеңістікте 

қарастырылатын траекторияның бойындағы әсердің экстремалды екенін 

көрсететін әсер принципіне негізделген. Әсердің Лагранж функциясынан 

уақыт бойынша интегралы анықталады және Гамильтон функциясы арқылы 

өрнектеледі. 

Кеплер есебі үшін осы теңдеуді жазайық, бұл есептің Гамильтон 

функциясы 
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, (11) 

Гамильтон-Якоби теңдеуін жазатын болсақ 
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 (12) 

мұндағы  

 𝑝 =
𝜕𝑆

𝜕𝑟
. (13) 

 

(30.13) өрнегін (30.12)-ге қойсақ 
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Декарт координаттар жүйесінде 
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Полярлық координаттар жүйесін қолдансақ 

 

 −
𝜕𝑆

𝜕𝑡
=

1

2𝑚
(

𝜕𝑆

𝜕𝑟
)

2
+

1

2𝑚𝑟2 (
𝜕𝑆

𝜕𝜙
)

2
+

𝛼

𝑟
. (16) 

 

Енді осы Гамильтон-Якоби тәсілін толығырақ қарастыралық. Жалпы 

жағдайда бірінші ретті дербес туындылы диференциалды теңдеулердің 

шешімі кез-келген функцияға тәуелді болады. Мұндай шешімді жалпылама 

шешім немесе жалпы интеграл деп атайды. Механикада Гамильтон-Якоби 

теңдеуінің жалпы интегралы емес, көбіне толық интегралы негізгі рөл 

атқарады. Дербес туындылы диференциалды теңдеулердің толық шешімі деп 

қалауымызша алынған неше тәуелсіз тұрақты болса, соншама тәуелсіз 

айнымалысы бар болатын теңдеулердің шешімін айтатыны белгілі. 

Гамильтон-Якоби теңдеулерінде тәуелсіз айнымалылар – уақыт пен 

координата болып табылады. Сондықтан еркіндік дәрежесі 𝑠 - ке тең жүйенің 

теңдеуінің толық интегралының 𝑠 + 1 қалауымызша алынған тұрақтылары 

бар. Гамильтон-Якоби теңдеулерінің толық интегралы 

 

 𝑆 = 𝑓(𝑡, 𝑞1, ..., 𝑞𝑠; 𝛼1, ..., 𝛼𝑠) + 𝐴 (17) 

 

Енді Гамильтон-Якоби толық интегралы мен қозғалыс теңдеулерінің 

арасындағы байланыс жайында тоқталып өтелік. Ол үшін pq,  шамаларына 

канондық түрлендірулер жасау арқылы жаңа айнымалыларға өтеміз. Сонымен 

қатар, 𝑓(𝑡, 𝑞, 𝛼) – өндіруші функция ретінде, ал 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑠– жаңа 
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импульстар ретінде аламыз. Жаңа координаттарды ретімен 𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑠 деп 

аламыз. Өндіруші функция ескі координаттардан және жаңа импульстардан 

тәуелді болғандықтан  
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f  функциясы Гамильтон-Якоби теңдеуін қанағаттандыратындықтан, 

Гамильтонның жаңа функциясы нөлге айналатындығын көруге болады 
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сондықтан жаңа айнымалылардың канондық теңдеулері 

 

 �̇�𝑖 = 0,   �̇�𝑖 = 0, (20) 

 

осыдан 

 𝛼𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,   𝛽𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (21) 

 

болатыны көрініп тұр. Бір жағынан, 𝑠 теңдеулері 

 

 
𝜕𝑓

𝜕𝛼𝑖
= 𝛽𝑖 (22) 

 

𝑠 координатаны уақыт арқылы және 2𝑠 𝛼 мен 𝛽 ны өрнектеуге мүмкіндік 

жасайды. 

Механикалық жүйенің қозғалысының есебін Гамильтон-Якоби тәсілімен 

шешудің негізгі түйіндері мынадай болады. 

Гамильтон функциясы арқылы Гамильтон-Якоби теңдеуі құрылады және 

оның толық интегралы табылады. Оны қалауымызша алынған   тұрақтысы 

арқылы дифференциалдап және жаңадан алынған   тұрақтысына теңестіріп, 

s  алгебралық теңдеулер жүйесін аламыз 

 

 
𝜕𝑆

𝜕𝛼𝑖
= 𝛽𝑖, (23) 

 

осыны ары қарай шешіп, 𝑞 координатасын уақыттың функциясы ретінде және 

2𝑠 кез-келген тұрақтыларын табамыз. Импульстің уақытқа тәуелділігін 𝑝𝑖 =
𝜕𝑆

𝜕𝑞𝑖
 теңдеуі арқылы алуға болады. 

Гамильтон-Якоби теңдеуі – H  функциясы уақытқа тәуелсіз берілген 

жағдайда немесе жүйе консервативті болғанда анағұрлым қарапайымырақ 

болады. Әсердің уақытқа тәуелділігі былай беріледі: 

 

 𝑆 = 𝑆0(𝑞) − 𝐸𝑡, (24) 
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(10) теңдеуіне 𝑆0(𝑞) қойып Гамильтон-Якоби теңдеуін мына түрде жазуға 

болады: 

 𝐻 (𝑞1, . . . , 𝑞𝑠;  
𝜕𝑆0

𝜕𝑞1
, . . . ,

𝜕𝑆0

𝜕𝑞𝑠
) = 𝐸. (25) 

 

Гамильтон-Якоби теңдеуі бірінші ретті гиперболалық теңдеудің ерекше 

жағдайы болып табылады. Гамильтон-Якоби теңдеуінің толық интегралы 

жүйенің қосымша интегралы болып табылады, ол қозғалыстың 

инварианттарын сипаттайды және жалпыланған координаталар мен уақытқа 

байланысты. Толық интегралдарды іздеу теориялық механиканың маңызды 

міндеті болып табылады, өйткені олар жүйенің қозғалыс теңдеулерінің жалпы 

шешімдерін табуға мүмкіндік береді. 

Гамильтон-Якоби теңдеуі және оның толық интегралы теориялық 

механикада маңызды рөл атқарады. Олар жүйенің динамикасын анықтауға 

және қозғалыстың инварианттарын сипаттайтын толық интегралдарды табуға 

мүмкіндік береді. Гамильтон-Якоби теңдеуін және оның математикалық 

құрылысын зерттеу классикалық механиканың негізінде жатқан принциптер 

мен заңдарды жақсы түсінуге көмектеседі. 

 
Ө з і н - ө з і  б а қ ы л а у ғ а  а р н а л ғ а н  т а п с ы р м а л а р  м е н  с ұ р а қ т а р  

1. Гамильтон-Якоби теңдеуі дегеніміз не және ол қандай теңдеуден тұрады? 

2. Гамильтон-Якоби теңдеуінің негізінде қандай принцип жатыр? 

3. Гамильтон-Якоби теңдеуінің шешімі болып табылатын S әрекет функциясының 

физикалық мағынасы қандай? 

4. Гамильтон-Якоби теңдеуінің толық интегралы нені білдіреді және ол жүйе 

қозғалысының инварианттарымен қалай байланысты? 

5. Гамильтон-Якоби теңдеуін шешу және толық интегралдарды табу үшін қандай 

әдістер қолданылады? 

6. Теориялық механикадағы жүйелердің қандай мысалдарын Гамильтон-Якоби 

теңдеуі арқылы сипаттауға болады және толық интегралдар бар? 

7. Гамильтон-Якоби теңдеуі қозғалыс теңдеулерімен және механиканың 

Гамильтондық тұжырымымен қалай байланысты? 
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